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Geléste und ungeldste Probleme der
anschaulichen Geometrie

Peter M.Gruber

im folgenden Vortrag werden nach einleitenden Bemerkungen UGber
¢le Stellung der Geometrie im Mathematikunterricht mehrere geldste

und ungeldste Probleme der anschaulichen Geometrie erldutert.
1. Bie CGeometrie im Mathematikunzerricht
T, ab der ich das Schulgeschehen bewullt erlebrt habe,

ich die Stellung der Gecmetrie im Rahmen des
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nahm cie Cecmetrie einen ver*él:niSmiBig groflen, kaum in Frage ge-
steilten Raum ein. Is wurdedie Xlassische Gecmetrie im euklidischen
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insbesondere Drelecksaufgaben, Tr igoncmetrie ein-
Trigecncmetrie und Kdr:erb erechnungen ver-

alytische Gecmetrie, Die umZangreiche
t

X" Ende der 60er und Anfang der
rérdaren Formalisierung des gecmetrischen
ralsches Prokrustesbett gezwungen wurde,
ng seines Umfanges. In den let:zten Jahren

&at Zrwihnung, c¢aB im §sterreichischen Schulwesen Ande-
#egen cder Llenrfreiheit zum Vorteil der Schule,
ich unseres Landes viel sanfrer ver laufen als
Te Schulmathematiker haben - gestatten Sie mir den Aus-
sunde Porticn Hausvers:tand, der sie skeptisch gemacht
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hat gegen Eiferer, die den Unterricht nach abstrakten,am grinen
Tisch ausgedachten Prinzipien umgestalten wollen,

Die Entwicklung des Mathematikunterrichts spiegelt - mit Phasen-
verzogerung - die Entwicklung im wissenschaftlichen 3ereich wider.
Vielleicht darf man die Mathematik des 19.Jahrhunderts mit ihrer
Betonung der anschaulichen Geometrie und Analysis mit der Situaticnm
in der Schule bis in die 6Qer Jahre vergleichen, Iu Inde ées 3.
und im 20.Jahthundert gewinnt 2ie yon Moritz Pasch (1843-163C) und
durch David Hilberts (1862-1943) Grundlagen der Geometrie einge-
leitete Axiomatisierung weiter Teile der Mathematik an Boden. Die
Axiomatik stellt zweifellos eine wichtige Facette der Mathematik
dar - der zweitausend Jahre wihrende Einflufl der Axicnme Suklids
(3 Jhdt,v.Chr.) bestdtigt das eindrucksvoll-,aber eben nur eine
Facette und nicht die gesamte Mathematik. Die axicmatisch-forma-
listische Tendenz und der Zug zuT Abstraktion finden ihren deut-
Yichstens Ausdruck im Werk Bourbakis, das in den 60er und 7QOer Jahren
einen ungeheuren Einfluf ausibte. Es handelt sich dabei um eine
lehrbuchartige Darstellung der Mathematik auf hohem, sehr abstrakten
Niveau, die von einer Gruppe junger, bedeutencer franzgdsischer Mathe-
matiker vor dem 2.Weltkrieg begonnen wurde. Die
zur '"neuen Mathematik" in der Schule, zur Mengenle
sagen wie "Euklid (d.h. die Geometrie) ist tot". Sie hat den Unter-
richt und noch mehr die Diskussion iber den Unterricht nachhaltl

se Entwicklung ifihrte
nl

hre und tu Aus-

beeinflufit.

Der Bourtakismus hat jedoch im letzten Janrzehnt deut-
lich an Glanz verloren. Fast unbemerkt, dazir aber umso krifziger
sind Gebiete gewachsen oder wiedererstarke, é¢ie nicht in das 3ourtaki-
Schema passen, wie die speziellen Funktionen, die angewandte Mathe-
matik , das groBe Gebiet der Differentialgleichungen, die Cpti-
mierung und viele andere. Das flhrte zu einer Rickbesinnung auf die
Analysis und die Geometrie gewinnt deutlich an Reiz, Neue geometrische
Gebiete, wie die Katastrophentheorie und das Gebiet der Fraktale
entstanden und Verbindungen :zur Kunst werden zunehmends gepflegt.
Besonderes Interesse hat in den letzten Jahren die (omputergeo-
metrie auf sich gezogen. Der Computer erweist sich als hervorragences
Hilfsmittel fir verschiedenartige geometrische Probleme, angezangen
von der Differentialgeometrie bis hin zur Herstellung von Werk-
zeichnungen kcmplizierter Bauteile.

Die Tatsache, dafB fiir die Geometrie im Unterricht eine Phase
der Krdftigung begonnen hat, schldgt sich auch in der Wahl meines
Vortragsthemas nieder. Im f0lgenden werden geometrische rrage-




l'ungen vorgefihrt, die man mit gewissem Recht auch :zur Unter-
allerdings mit tiefliegendem Hintergrund,:zdhlen
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wirde mich freuen, wenn das eine oder andere der ange-

-anen Themen ihr Interesse finde und sie es in persdnlichen

Sesprdchen im-Konferen::immer, mit Schilern und Bekannten fir er-

2. Variaticnen zum isoperimetrischen Problem

Eines der dltesten Problem der Mathematik ist das isoperimetrische
Problen. In seinem einfachsten Fall kann man es so aussprechen: Man
betrachtet alle ebenen Fldchenstlcke, die von einer einfach ge-
schlossenenen Kurve fester Linge berandet werden, Dann sind die-
jenigen Fldchensticke -u bestimmen, die den- gréBten Inhalt haben.
Beinm rdumlichen Problem sucht man unter allen K&rpern, die von
einer geschlessenen Fldche mit festem Fldcheninhalt berandet werden,
diejenigen mit gréBtem Volumen.

Man liest hdufig, dal} die Geschichte des isoperimetrischen Pro-
clems mit der Kénigin Dido von Xarthago beginnt. Die phdnizische ’

0 Zlch per Schiff aus Tyrus (dem heutigen Sur im Libanon),

hr Bruder, Kénig Pygmalion, 1hren Gatten ermordete, um ihren
Tz 2n sich :tu bringen. Mit ihrer Gefolgschaft landete sie um
rika an der Stelle wo spdter Karthago stand. Sie
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criigen Kdénig Jarbas ven Numidien Land :zu kaufen.
er lcs -u werden, verkaufite er ihr wie bekannt nur

scviel land, wie eine Rinderhaut umspannt, Die schlave Didd inter-

pretlierta die Vereinbarung zu ihrem Vorteil aber so, dad sie die
Haut in schmale Streifen schnitt, die Streifen zusammenkntpfte
und damit ein méglichsts groBes Gebiet einfafite. Die L&sung ist
ein Xreis cder, wenn man die Kiste bericksichtigt und gerade vor-

ussetzt, ein Haltkreis, Mit ihrer Klugheit wird Dido wohl die

e Lésung gefunden haben. Sle grincdete auf diesem landstick

g 3yrsa, cdas spdtere Karthago. Ihr weiteres Schicksal ist

tragisch - sie endet durch Selbsimord. Nach Vergil, weil sie von
e s, der auf seiner Flucht aus dem besiegten Troja auch nach

o xam,wieder verlassen wurde, nach historischen Berichten,

dem Kdnig Jarbas zu ent:ziehen, der um ihre Hand anhielrt,
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um die aufblihende Stadt unter seinen Einflul zu bringen.

Dido war aber nicht die erste, welche das isoperimetrische Pro-
blem in der Praxis l18ste. Grob vereinfacht gesagt, stehen die Eski-
mos schon von jeher vor dem Problem, mit einer festen Menge von
Schneequadern eine méglichst grofle Unterkunft herzustellen. Sie
wissen aus der Praxis, daB die Ldsung ein halbkugelfdrmiges Iglu
ist. (Nebenbei sei angemerkt, dal die Eskimos im Grunde ein wesent-
lich komplizierteres Problem aus der Theorie der Wdrmeleitung lCsen,
das zu Klasse der‘isoperimetrischen Ungleichungen der mathematischen
Physik gehdrt.)

- Im Altertum beschdftigten sich auch Pythagoras (580-500),
Aristoteles (384-322) und Archimedes (287-212) mit dem iscperimet-
rischen Problem, Am erfolgreichsten unter allen Alten war aber
Zenodorus (zw.250 v.Chr. und 75 n.Chr.)}.

Die aufkommende Analysis, vor allem die Variationsrechnung,
hat viel dazu beigetragen, daf man sich im 17. und ]8.Jahrhundert
erneut mit dem Problem befaflte. Hier sind Jacob (1654-1705) und
Johann (1667-1748) Bernoulli zu-nennen, ebenso Leonhard Euler
(1707-1783), Thomas Simpson (1710-1761) und Louis J.Lagrange (1736-
1813).

Die etwa gleichzeitig entstandenen geomet rischen Beweise gehen
nicht wesentlich Uber Zenodorus hinaus, der sich aur =it Polygenen
und Kreisen befafite. Neue geometrische Ideen bringt erst der be-
rihmte Schweizer und Wahl-Berliner Jakob Steiner (1796-1863)
den Problemkreis ein. Wir beschreiben sein 'Viergelenksverfahren”..
Es sei C ein ebenes Flichenstick das von einer einfach geschlossenen
Kurve fester Linge berandet werde. Nun zeigt man: IstCXkein Kreis,
dann gibt es ein Flidchenstiick D von hdchstens gleichea Umfang aber
mit gréBerem Inhalt, Damit ist, so glaubte Steiner, der Nachweis er-
bracht, dafl unter allen umfanggleicﬁenFléchenszﬁcken der Kreis den
gréften Inhalt hat. Widre C nicht konvex (enthdlt C also
"einspringende' Randsticke), dann nimmt man fir D die kleinste kon-
vexe Menge, die C enthdlt, also seine konvexe Hiillle, Es seien nun
p,q zwei Randpunkte von C,die den Umfang halbieren. Wire C nicht
symmetrisch be’ugllch der Strecke pq so kann man jecenfalls einen
beziiglich pq symmetrischen konvexen Bereich D finden mit Umfang
héchstens gleich dem von C und Inhalt mindestens gleich dem von C.
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wire C kein Kreis, dann gibt es einen Punkt r auf dem Rana von C,
sodal das Dreieck pqr bei r keinen rechten Winkel hat. Es sei s der
zu T symmetrische Punkt. Wir verbinden dieStrecken pr,rq,qs,sp mit
Gelenken und fixieren auf jeder Strecke das entsprechende '"Mdndchen'.
Nun verformt man das Gelenksviereck prqs, sodaB bei r,s rechte Winkel
entstehen, Damit vergréBert sich sein Inhalt und man erhdlt ein
Flichenstiick von gleichem Umfang aber groferem Inhalt.

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) scheint der erste
gewesen zu sein, dem auffiel, dafl alle diese "Beweise'" der Extremal-
eigenschaft von Kreis und Kugel auf der Annahme beruhen, daf} das
Problen Uberhaupt eine LOsung besitzt., Diese Annahme wurde aber von
rniemandem bewiesen. Steiner hat zundchst die Dirichletsche Kritik
schroff curiickgewiesen, Spdter sind ihm anscheinend Bedenken ge-
kommen. Das folgende Beispiel, das Oskar Perron (1880-1975) gerne
erwvdnnt hat, zeigt deutlich, wie berechtigt die Dirichletsche Kritik
war: Wir '""zeigen'", 1 ist die grdéfite natirliche Zahl. Das kann man so

"einsehen": Es sei n eine natirliche Zahl. Aus n > 1




- 44 -

folgt n? > n. Wir haben also einegrdflere gefunden. Eine Zahl
n > 1 kann also nicht die grdéfite Zahl sein. So bleibt also nur
mehr die Maglichkéit dbrig, daB 1 die grdlte Zahl ist, Nach der
Kritik von Dirichlet bemihte man sich verzweifeslt, den fehlenden
Existenzbeweis nachzutragen. Die Erfolglosigkeit fihrte allmihlich
zur Oberzeugung, dafl das isoperimetrische Problem iiberhaupt unléds-
bar wire. Es wirkte daher wie ein Paukenschlag als Karl Weierstra8
(1815-1897) in den 70er Jahren des vorigen Jahrhunderts mit Methoden,
welche er in die Variationsrechnung einfithrte, den ersten voll-
stindigen Beweis fir den ebenen und den rdumlichen Fall erbrachte.
Er fihrte den Beweis in seinen Vorlesungen vor; verdffentlichet
wurde er erst 1927,

Hermann Brunn (1862-1939) hat in seiner Dissertaticn einen
" Satz bewiesen, die berihmte Brunn-Minkowskische Ungleichung, und
dabei geduBert: "Zum Beweis der Minimaleigenschaft der Kugel 148t
sich der Satz nicht verwenden.' Hermann Minkowski (1864-19C9) hat
gesehen, dafll eben dieser Satz ein gerade:zu mafgeschneidertes Hilfs-
mittel fir einen ganz kurzen Bewels der isoperimetrischen Ungleich-
ung darstellt. Diese Ungleichung drickt die Minimaleigenschaf: von
Kreis und Kugel formelmdfig aus:

F(C) < E(X) Fir jedes Fldchenstick C.mit Inhalt F(C)
P(C)2 P(K)3 und Umfang P(C). K ist cder Zinheitskreis.
V(C)?* < V(X)? Fir jeden Xdérper C mit Volumen V(C) und

0(Cj3 0(C)3 Oberfldche O(C). X ist die Einheitskugel.

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn C ein Kreis bzw. eine Xugel
ist. Das Bestehen dieser Ungleichung und die Feststellung, wann
Gleichheit eintritt, sind offenbar mit der Aussage idguivalent, dag
genau die Kreise (Kugeln) maximalen Inhalt (Volumen) bei vorgeleg-
tem Umfang (Oberflidche) haben, also die Lgsung des iscpéri:e:rischen
Problems darstellen.

Wihrend mit dem Beweis der isoperimetrischen Ungleichung gleich
die Existenzfrage mit erledigt wird, kann man die Existen: von
Lésungen des isoperimetrischen Problems direkt leicht mit dem Aus-
wahlsatz des groflen, in Hamburg wirkenden Grazer Geometers Wilhela
Blaschke (1885-1962) sicherstellen.

Heute kennt man :zahllose Verallgemeinerungen und Verfeinerungen
des isoperimetrischen Problems. Wichtig scheint mir, dad sich beim
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isoperimetrischen Problem so verschiedenartige Gebiete berithren
wie geometrischen Maltheorie, Differentialgeometrie, Differential-
gleichungen, aber auch algebraische Topologie und neuerdings alge-
braische Geometrie. Die klassischen geometrischen Methoden, die
zur 3ehandlung des isoperimetrischen Problems entwickelt wurden,
erwiesen sich Uberraschenderweise nlitzlich flir die mathematische
rhysik. )

Will man in einem festen ebenen Bereich n Punkte durch Gren:zen
voneinander trennen, sodaB die Bereiche im Schnitt méglichst kreis-
f6rmig sind, dann ist flir n - = die besté'Anordnung diejenige, bei
der die Punkte in einem Sechseckmuster angeordnet sind. Ebenso wie
dieses Problem fihren zahlreiche weitere Fragen z.B. der numerischen
Integration oder der Kristallphysik,auf Sechseckmuster. Damit haben

wir eine Oberleitung -u der Frage

5. Was Bienen wissen, und was sie nicht wissen

Den folgenden Betrachtungen mdchte ich ein Wort aus den Philo-
scphiae Naturalis Principia Mathematica von Isaak Newton (1643-1727)
- of einfach Principia genannt - voranstellen: '"Die Natur macht nichts
Uberfllissiges, und mehr ist iberflissig, wenn weniger den gleichen
Zweck erfillc.”

Viele Phinomene der Natur glaubt man dann :cu "verstehen' oder
"erkldren" zu kénnen, wenn man die Naturerscheinungen als Ldsung
eines Extremalproblems deuten kann. 3eispiele sind die Geset:ze fir
cie Reflexion und die Brechung von Lichtstrahlen. Sie folgen aus
dem Prinzip von Pierre Fermat (1601-1665), das besagt, dafl die Wege
von Lichtstrahlen zeitextremal sind. Eine Gleichgewichtslage in
einem mechanischen System bedeutet ein Minimum der potentiellen
Znergie. So hat etwa ein Flussigkeitstropfen im freien Fall - unter
Vernachldssigung der Luftreibung - kugelfdrmige Gestalt, denn die
Kugelform minimiert die Cberfldchenenergie. Viele weitere Aussagen
der Mechanik folgen aus dem Prinzip des Iren William Rowan Hamilton
(1805-18635). Die meisten Anwesenden haben wohl schon die Schénheit
des regelmdfiigen Baues vonKristallen bewundert. Auch sie 148t sich
durch ein Minimalprinzip, das Gesetz von Wulff - sagen wir es vor-
sichtiger - deuten. Wir kommen darauf noch zuruick. Wer von uns hat
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sich nicht schon Uber die regelmdBige Anordnung der Zellen in einer
Bienenwabe gewundert. Damit sind wir beim nichsten Thema.

Eine Bienenwabe ist - mathematisch idealisiert - ein System
von translationsgleichen oder durch Spiegelune auseinander hervor-
gehenden konvexen Polyedern, den (Waben-)Zellen, die den Raum :wischen
zwei parallelen Ebenen ohne Uberlappung so ausiillen, dal jede lelle
eine Seitenfliche - besser: eine Cifnung - auf genau einer der
beiden Ebenen besitzt. Die Zellen welche die Bienen anfertigen, haten
vorne (d.h. an den Ebenen) eine Uffnung von der Form eines reguliren
Sechsecks, das die Basis fiir ein sechseitiges Prisma darstellt. Das
Prisma isthinten abgeschlossen durch drei Rhomben,die jeweils einen
Flichenwinkel von 120° einschlieflen.

Warum bauen Bienen so seltsame Gebilde? Nach einer weit verbreiteten
Vermutung, die schon bei Pappus (ca.5320 n.Chr.).auftri i

Grund ein dkonomischer: Die Bienen versuchen ihre Zell
legtem Zellvolumen und Abstand der Randelenen mit z&glichst geringem

(1]

n bei verge-

Materialauiwand zu bauen.

Der berihmte ungarische Geometer Lis:lo Fejes T&th hat sich in
einer Arbeit mit dem Titel '"What bees know and what they do not kncw”
mit dieser Frage auseinandergeset:zt. Ich mdchte seine Ergebnisse an-
fiuhren. Dazu eine Prizisierung:

Erstes isoperimetrisches Problem fir Bienenwaten:

Unter allen Waben:zellen von vorgelegtem Volumen, die eine Wate vor-
gelegter Dicke erczeugen, gebe man die mit kleinster CberZldche an.
Obwohl man weifl, daB die Ldsung existiert, kxennt man sie nicht. Wenn
man aber verlangt, daB der hintere Abschlud aus dérei Rhomben besteht,
dann ist die von den Bienen gewihlte Form optimal. Damit haben die
Bienen schon vor vielen Millionen von Jahren ein von René& A.F.de
Réaumur (1683-1757) aufgeworienes Problem richtig geldst.
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Iweites isoperimetrisches Problem fir Bienenwaben:

Unter allen Waben:zellen von vorgelegtem Volumen bestimme man die-
jenige(n) mit kleinster Cberfliche. Es wird also die Dicke der Waben
nicht vorgeschrieben. Die Ldsung dieses Problems ist ebenfalls vor-
handen, man kennt sie aber nicht. Hier tritt der merkwirdige Fall
auf, dald die Losung welche die Bienen gefunden haben, nicht optimal
ist. Fejes TOth hat eine Wabenzelle von folgendem Aussehen ange-

geben.

1ol

Die rejes Tdthsche Zelle ist um etwas weniger als 0,35% besser

(d.h. sie hat eine kleinere Oberfliche) als die echte Waben:zelle

cer 3ienen. Ob damit die Bienen wirklich geschlagen sind sei da-
ningestellt. Man mifite ja noch die reale Wanddicke beriicksichtigen
und ZIragen, ob die Bienen ihrem Zellenbau nicht ein anderes Optimali-
dtskriterium zugrunde legen als die Minimierung der Oberfliche.

4. Warum sind Kristalle so regelmiflig?

Das Phdncmen der Kristalie hat die Menschen wohl bewegt, seit-
cem man Kristalle betrachtet. Die Idee , daB den Kristallen Gitter
tugrunde liegen kdnnten, tritt schon bei Johannes Kepler (1571-1630)
und Christian Huyghens (1629-1695) auf. Nach Meinung von Ludwig
August Seeber (1793-1855) bestenen Kristalle aus kleinen Parallel-
epipeden,in denen kugelfdrmige 'Atome' verteilt.sind - eine beinahe
mocerne Auffassung. Iu Ende des 19.Jahrunderts begann man sich sehr
erfelgreich mit der mathematischen Fundierung der Kristallographie
zu beschdftigen, und zwar sowohl vom geometrischen als auch vom
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gruppentheoretischen Standpunkt.

Einem Kristall liegt ein Gitter aus Atcmen und Molekiilen zu-
grunde. Betrachten wir ein ebenes Fldchenstiick am Rande eines
Kristalls so trigt es eire gewisse Oberflichenenergie pro Flichen-
einheit. Sie ist ein MaB dafir,wieviel Energie man aufwenden mu8l,
um ein Atom oder Molekiil aus der Randflidche zu entfernen. Die Ober-
flichenenergie pro Fldcheneinkeit ist klein, falls in der Randebene
viele Gitterpunkte liegen und grofl, falls nur wenige Gitterpunkte.

in ihr liegen.
s, |

- -

ik
.. LT )\xleine Besetzungsdichte
’f”””‘-/t .l (groBe Cberflickenenergie)

:’.../-?\I

R }“;-hohe Besetzungsdichzte
s le— (kleine Oberfldchenenergie)

AR
Da die Natur gern kleine Ober%léchenenergienhat, so leuchtet ein,
dafl Kristalle Polyeder sind, die nur endlich viele (in der Praxis
sogar recht wenige) Richtungen £fir die Randebenenstiicke aufweisen.

Obwohl das Wachstum eines Kristalls von vielen Faktoren ab~
hingt, scheint es so, als ob £ir kleine oder sehr regelmiflige
Kristalle die Hauptkomponente bei der Bildung der Gestalt die Mini-
mierung der Oberfldchenenergie ist. Wir wercen daher auf folgendes
mathematische Problem geflhrt: .

Die Cberflichenenergie pro Fldcheneinheit auf einer ebenen Be-
randungsfliche eines Kristalls hé&nge nur von cder Normalrichtung der
Berandungsfldche ab. Wir ordnen also jedem Einheitsvextor a die
Oberflichenenergie pro Flidcheneinheit, E(n), einer da:zu normalen
Randfliche zu. Ferner treffen wir folgende Annahme: Es gebe Ein-
heitsvektoren Dyseees Ny, also Punkte am Rande der Einheitssphidre,
und eine Triangulation der Einheitssphdre, wobei die ni's als Eck-
punkte auftreten, sodafl fiir jeden Einheitsvektor n,der im Inneren
eines sphdrischen Dreiecks etwa mit den Eckpunkten ny,7a,ng liege

und somit in der Form
= -~ s i - - >
n §1n1*azn2+aan3 mit a1,a‘,ao 0
dargestellt werden kann, die Ungleichung

E(n) > alﬁ(n1)+azﬁ(n2)+aSE(n3)
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gilt. Analoge Ungleichungen gelten fir die Punkte auf den Seiten
der sphidrischen Dreiecke.

Das Geset: des Kristallographen Georg Wulff (1862-1925) sagt
nun aus, daB es :zu vorgelegtem Volumen ein eindeutig bestimmtes
Polyeder gibt, fir welches die Oberflidchenenergie minimal ist.
Neben dieser Existenzaussage gibt Wulff noch folgende Methode :zur
Konstruktion des gesuchten Polyeders an: Man trage fir i=1,...,k
auf dem vem Ursprung auslaufenden Halbstrahl in Richtung n; vonm
Ursprung aus eine Strecke der. linge E(ni) auf. In den Endpunkten
dieser Strecke konstruiere man Normalebenen zu den Halbstrahlen.
Diese Normalebenen bestimmen ein konvexes Polyeder. Nun dehnt oder
staucht man dieses Polyeder von Ursprung aus bis es das -gewlinschte -
Velumen hat. Das gibt den Kristall von vorgelegtem Volumen und

minimaler Oberflidchenenergie.
PN

E(n)

NG

Es sei angemerkt, dal3 Wulff keinen vollstindigen Beweis fir
sein Geset: angab. Heinrich Liebmann (1874-1939) zeigte 1914: Wenn
es einen Kristall gibt, der bei vorgelegtem Volumen minimale Ober-
fldchenenergie besitzt, so mufl er die von Wulff angegebenene Form
besitzen. Die Existenzfrage bleibt also noch offen. Erst 1944 konnte
cer griechische, in Berlin wirkende MatHematiker Alexander Dinghas
(1908-1974) das Problem zum Abschluf bringen, indem er zeigte, daf3
jede vom Wulffschen Polyeder abweichende Form eines Kristalls eine
héhere Oberflidchenenergie aufweist.

Es lassen sich also in gewissem Umfang Kristallformen durch

ein Minimalprinzip "erkldren'.

5. Kugelpackungen

Unter den zahlreichen Problemkreisen der anschaulichen Geometrie

nehmen Kugelpackungsfragen von jeher einen breiten Raum ein. Auch
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Fragen der Biologie, der Codierung, der Metallurgie, der Baustoff-
kunde und der numerischen Integration fihren auf Packungsprobleme

fir Kugeln., Ich werde mich im folgenden auf den dreidimensicnalen

Fall beschrinken und die vielen neuen hochdinmensicnalen Resultate

ausklammern.

Johannes Kepler hat in seiner kleinen Schrift Cbev den Schree
aus dem Jahre 1611 die dichteste gitterféramige Kugelpackung in einer
Skizze festgehalten. Dabei vesteht man unter einer XKugelpackung
ein System von nicht ibereinandergreifenden Xugela vcn gleicrem
Radius. Die Dichte ist - grob gesprochen - der Anteil des Rauzes,
der von den Kugeln Uberdeckt wird. Gitterférmige Kugellagerungen
sind solche von sehr regelmifBiger Art, d.h...solche,bei cdenen die
Kugelmittelpunkte ein Gitter bilden. .

Dafl die von Kepler beschriebene Kugelpackung tatsichlich die
dichteste gitterfdrmige ist, wurde nach Verarbeiten des Kristallo-
graphen Ludwig August Seeber erst von Carl Friedri h Gaull (1777-1853
nachgewiesen. Der Beweis ist typisch fiir Gaufl: elegant und unéurci-
sichtig. GauB hat - wie ein Fuchs - sorgfdltig die Fdhrte verwisc
auf der er den Beweis fand. Im Grunde ist es aber nicht schwierTig,
einen geometrischen Beweis zu fihren.

Nachdem der Norweger Axel Thue (1863-1522) den edenen rall er-
ledigte, erhob sich die Frage, ob die dichteste gitterIdrmi
packung die dichteste Uberhaupt ist oder nicht. (Jie Exis
dichtesten Kugelpackung ist leicht sicherzustellen.) Wenn man sich
das Problem etwas (berlegt, dann wird man wohl zum Schiul kommen,
daf die dichteste gitteridrmige Kugelpackung wirklich die dichteste
ist. Ich méchte diese Zuversicht etwas dimpfen: 3etrachiel man eine
Kugel aus einer dichtesten gitteridrmigen Packung dann ist sie ven
einem System von 12 Kugeln umgeben. Es stellt sich ader Gberraschender-
weise heraus, daB dieses System von 1+12 Kugeln eine kecnvexe Hille
von grélderem Volumen hat, als ein System von 1+12 Xugeln wena man
die duBeren Kugeln den Eckpunkten eines Ixosaeders enisprechend
anordnet. M.a.W. wir haben eine Anordnung gefuncden, die dichter ist,
als beim Kugelsystem aus der dichtesten gitteridrmigen Xugelpackung.
Claude Ambrose Rogers und spiter E.I.Baranovskii haben bewiesen, cald

die Dichte der dichtesten Kugelpackung :wischen den Gren:zen
0.740480 ... und 0.779635 ...

liegt. Die untere Grenze entspricht der dichtesten gitteridrmigen




Xugelpasckung. Die Beweisidee ist dabei die, <¢aB man den Raum in
Tetraeder zerlegt, ceren EZcken gerade die Kugel mirielpunkte sind.
Aristoteles (384-322) und spdter Roger Bacen (12197-1292) haben
Sefasuptet, dad man den Raum in reguldre Tetraeder terlegen kann.
tTile das cu, dann wire die dichteste gitter ridrmige Kugelpackung
SCnen Cle dichieste. leider ist aber die Aussage des Aristoteles
Zalsch., Nach Verarteizen ven Las:zlb Fejes TOth ist es kirzlich
.H.lindsey gelungen, <le obere Schranke Siir die Dichte der
cichtesten Xugelpackung ger;1gf gig auf 0.7784 herabzudricken.

In einer noch unver3ffentlichten Arbeiten konnten Mary Dauenhauer
und Hans Zassenhaus zeigen, dal gewisse lckale Verinderungen cer
cichtesten gitteri3rmigen Kugel; acxhng nicht zu dichteren Kugel-
Tackungen Zihren. Dieses Resultat stellt einen Meilenstein bei
der L3sung des KUgElpBCkuﬂgSD cblems cdar, selbst wenn es auf cen
ersten 311ck senhr bescheicden aussieht.

~anhren bYesondere 3eachtung ge-
2 Systeme. Sie hingt mit

hen Systems zusammen. Be-

! lattem Rand.
mit kenstanter Geschwindig-
triffzs. Dort wird er nach




- 52 -

ich ein

T2s aéchre

PR
1.3

3

irer

ussagen U

na

Unter den zahlreiche

Ergebnis
anal”

eigenes

-
-od

nicht

seien dabei

X
aber eine Idee. Das geniigt fir unseren

€ -

und

N

“weckxk.

-

ten, dan

ge

o, z.3. n=10TC vorge

-
4

£
U b
ol ol
‘e D
I 1]
et
Q@ -~
v oo
0
@
va ¢l
—4
LS 2. § |
L T o
73
2]
L} -
AR ®]
| X
(g I}
O
!K -
(7] L]
Yy W
3]
b .
2 m
1C -
| ST ¥ |
L]
rd -
~ s
e
m o
1
[
[ ]
(24 (%]
LA BRTe |
- 0
v ©
B 4
—d
v o
ol D
e
r O
S A
o
_£2 ("]
L0
v on
0N e~
wd V)
'Y}
3 .o
Hop
o Y4
r—t o
~
o C
m wn

g

hnitst

tabsc

zei

einem gewissen

in

e aus dem

tung (ohn

frich

Umlau

4

[0}

7. SchluBbemerkung
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